
x

θ
1

21 x+

2
sin

1

x

x

θ =
+

N

P

M AO

θ

y

x

( ) =

( ) = −

( ) =

( ) = −

( ) =

( ) = −

+ − +
− =

， > >

( )−
=

= ( )− =

( )− >≠
+

∴ ≥

( )x=

=

=

=

∫=

∫ ∫

∫

-

( ) dv
= +

( ) du
= −

( )= −∫ ∫ ∫

 = −∫ ∫

+ = − =
′
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虽然我们已经学到一些极限和微分的知识，但
这些知识还不足以解决现实生活中的复杂关系。接下
来，我们先探讨极限趋近于无穷的情况，再进一步扩
展导数的应用范围，涵盖隐函数、三角函数、指数函
数及对数函数。

此外，要描绘更准确的函数图像，我们需要更多

了解函数的性质。因此，本章将结合学过的极值和递

增递减性质，进一步讨论函数图像的凹凸性等性质。

+ 5

0 平衡位置

- 5，t = 0 位置

我 知 道 这 个 弹 簧 的 位 置 函 数 是 

5coss t= − 。但要怎么知道它的速

度及加速度呢？

我知道函数在哪个区间递增递

减了，可是要怎么知道那条线

的弯曲情况呢？



 �掌握隐函数的微分法

 �能求三角函数、对数函数与指数的导数

 �掌握对数微分法

 �应用洛必达法则求函数的极限

 �判断函数的凸向，求拐点及曲线的渐近线

 �描绘函数的图像

学习目标

微分及其应用（二）
28
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28.1隐函数的微分法

考虑方程式 2 2 1x y+ = ，我们可改写成 21y x= − 或 21y x= − − 。对于这种隐

藏多个函数的方程式，我们都称 y为 x的隐函数 (implicit function)。然而，不是所

有隐函数可容易改写成 y f x� � �的形式，例如 2 2 3 0y xy+ − = 。那么，要如何求得

此隐函数的导数？

y

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

x
0                  1          2         3            4              5   

5y x=

(1, 5)

(1, 5)−

5y x= −

已知 052 =− xy ，求
dy

dx
。据此，求曲线在 1x = 上的斜率。

解 � �把 052 =− xy 写成 y对 x的函数 5y x= ± ，  

当 5y x= 时，

dy

dx
x

x y
� � � � � �

�1

2
5 5

5

2 5

5

2

1

2 。

当 5y x= − 时，

dy

dx
x

x y
� � � � � � � �

�1

2
5 5

5

2 5

5

2

1

2 。

5

2

dy

dx y
∴ = 	 

在点 1 5,� � 上，斜率为
5

2 5

5

2� �
� ，

在点 1 5,�� � 上，斜率为
5

2 5

5

2�� �
� � 。

例题  1
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实际上，欲求隐函数的导数，可同时在方程式的两边对 x微分及应用链导

法，以得出一个联系 x、y及
dy

dx
的方程式，然后求出

dy

dx
。比如例题 1，左右两边

对 x求导亦可得到相同的结果：

d

dx
y

d

dx
x

y
dy

dx

y
dy

dx

dy

dx y

2
5 0

2 5 0

2 5

5

2

� �� � � �

� �

�

�

已知 3 22 5x xy y+ − = ，求
dy

dx
。

解 � �两边对 x 求导，得

      d
dx

x
d

dx
xy

d

dx
y

d

dx

x x
dy

dx
y y

dy

dx

x y

3 2

2

2 5

3 2 2 2 0

2 2

� �� � �� � � � � �

� � � �

��� � � � �

�
� �

�

dy

dx
x y

dy

dx

x y

x y

3 2

3 2

2 2

2

2

例题  2
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已知 x y x y�� � � �2 3 5
2 2 ，求

dy

dx
。

解 � �两边对 x 求导，得

      
2 2 1 2 3 6

2 4 2 3

2

2

x y
dy

dx
x
dy

dx
xy

x y x y
dy

dx
x
dy

d

�� � ��

�
�

�

�
� � �

�� �� �� � �2
xx

xy

y x
dy

dx
x
dy

dx
xy y x

y x x
dy

dx
xy y

�

�� � � � � �

� �� � � � �

6

8 4 3 6 4 2

8 4 3 6 4

2

2
22

6 4 2

8 4 3
2

x

dy

dx

xy y x

y x x
�

� �
� �

例题  3

 随堂练习  28.1

已知下列方程式，求
dy

dx
：

1． 098622 =−+−+ yxyx  			  2． 12 4323 =++ yyxx    

3． 5
2

2

2

2

=−
b

y

a

x

 
（a、b是常数）		  4． 2 22 9x xy y− + =      

习题  28.1

已知下列方程式，求
dy

dx
：

1． 3 24 2 0x xy xy+ − = 			       2． 7x y+ =      

3． 2 23 6 3 25x xy y− + = 			       4． 3 3 2 3x y xy+ = +    

5． y x x
2 2

1 3�� � �  				        6． 3 2 2 33 3 1x x y xy y− + − =    

7． x
yx

2
11

=+
 				        

8．
x

y
x y y

=
+
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28.2 三角函数的微分法

0

sin
lim
x

x

x→
的值

1．填充下表：

          

  x（弧度） xsin
x

xsin

1

0.5

0.25

0.1

0.01

0.001

  

  

2．观察当 0x
+→ 时，

sin x

x
的值的变化趋势，说说你的发现。

3．观察当 0x
−→ 时，

sin x

x
的值的变化趋势，说说你的发现。

探索活动  1

从探索活动 1 可以看出，当 x 趋近于零时，函数
x

xsin
的值趋近于 1，由此可

推测 

0

sin
lim 1
x

x

x→
=
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接下来，我们证明这个结论。

如图 28-1，在单位圆中，以 OA为始边的圆心角 x（以弧度为单位），角

的终边与圆相交于 P，MP OA⊥ ，AN是过 A点的切线，AN与 OP的延长线交于

N；可知，

sinMP x=
PA的弧长 � � � �r x r x� �( , )1

tanAN x=
且 ΔOAP的面积 ˂扇形OAP的面积 ˂ OAN∆ 的面积

∴ 
1

2
1

1

2
1

1

2

2 2� � � � � �

� �

sin tan

sin tan

x x x

x x x

当 x 为不大的正角时， 0sin >x ，以 xsin 除上式，

得     
1

1
sin cos

x

x x
< <

sin
cos 1

x
x

x
< <

0
lim1 1
x→

=

10coscoslim
0

==
→

x
x

0

sin
lim
x

x

x→
∴ 在1与 x

x
coslim

0→
之间，

即在两个 1 之间，当然只能等于 1。

由此，也可得

0 0

0

1
lim lim

sinsin

1

sin
lim

1

x x

x

x

xx

x

x

x

→ →

→

=

=

=

N

P

M AO

y

x

图28-1

x
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求
x

x

x 3

5tan
lim

0→
。

解 � �
0 0

tan 5 sin 5
lim lim

3 3 cos5x x

x x

x x x→ →

 =  
 

      

               

0

0 0

sin 5 1 5
lim

5 cos5 3

5 sin 5 1
lim lim

3 5 cos5

5
1 1

3

5

3

x

x x

x

x x

x

x x

→

→ →

 = ⋅ ⋅ 
 

= ⋅

= × ×

=

例题  4

求
x

x

x 2sin

6sin
lim

0→
。

解 � �
0 0

sin 6 sin 6 2 6
lim lim

sin 2 6 sin 2 2x x

x x x

x x x→ →

 = ⋅ ⋅ 
 

      

                      
0 0

sin 6 2
3lim lim

6 sin 2

3 1 1

3

x x

x x

x x→ →
= ⋅

= × ×
=

               

例题  5

求
0

cos 1
lim
x

x

x→

−
。

解 � lim
cos

lim
cos cos

cosx x

x

x

x x

x x� �

�
�

�� � �� �

�� �0 0

1 1 1

1
� 

                          

�
�

�� �

� �
�

�
�
�
�

�
�
�

� �

�

�

�

lim
sin

cos

lim
sin sin

cos

x

x

x

x x

x

x

x

x

0

2

0

1

1

1
0

2

00

     

                                     

例题  6
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 随堂练习  28.2a
求下列极限：

1．
x

x

x 5sin

7
lim

0→  				  
2．

x

x

x 5sin

9tan
lim

0→
   

3．
20 3

2cos1
lim

x

x

x

−
→  				  

4．
20

3sin2tan
lim

x

xx

x→
   

习题  28. 2a

求下列极限：

1．
x

x

x 3tan

5sin
lim

0→  				  
2．

x

xx

x 2sin

cos
lim

0→
   

3．
x

x

x 2
2

5
sin

lim
0→  				  

4．
2

2
0

lim
sin 7x

x

x→
  

5． lim cot
x

x x
�
� �
0  				  

6．
2

2

0 2

3sin
lim

x

x

x→
   

7．
x

xx

x 2cos1

2sin
lim

0 −→  				  
8．

x

xx

x 4cos1

5sin3tan
lim

0 −→
  	

9．
x

x

x

2

0

2sin
lim

→  				  
10．

x

x

x 9tan2

5
lim

2

2

0→
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三角函数的导数

现在，我们推导三角函数的导数。

d

dx
x xsin cos� � �

证明：设 xy sin=

      y y x x

y x x x

x x x x x

y

� � �� �

� �� ��

� � �

� �

� �

� �

�

sin

sin sin

sin cos cos sin sin

��

� �

�

�

�

�

�

x

x x x x x

x

x x

x

x x

x

�
� �

�
�� �

�

sin cos cos sin sin

sin cos cos sin1

 

d

dx
x

y

x

x x

x

x x

x

x

x

sin lim

lim
sin cos cos sin

� � �

�
�� �

�
�
�

�

�

�

�

�
�

�
�

�
�

0

0

1
��

�
�
�

� �
�

� �

� � �

�

� �
sin lim

cos
cos lim

sin

cos

c

x
x

x
x

x

x

x

x x� �

�
�

�
�0 0

1

0 1

oos x

d

dx
x xcos sin� � � �

证明：cos sinx x� �
�

�
�

�

�
�

�

2

                       

温故
知新高一课本的11.2小节提到：

( )sin

sin cos cos sin

α β
α β α β

+

= +

� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �� �

� �

cos

sin

�
2

1x

x

( )cos sin
2

d d
x x

dx dx

 π  ∴ = −    



12

第

章

28

d

dx
x xtan sec� � � 2

证明：  
sin

tan
cos

x
x

x
=

 
� � � � �

�
�

�

�
�

d

dx
x

d

dx

x

x
tan

sin

cos

                        

�
� �� � �

�
� �

cos sin sin cos

cos

(cos )(cos ) (sin )( sin

x
d

dx
x x

d

dx
x

x

x x x

2

xx

x

x

x

)

cos

cos

sec

2

2

2

1
�

�

三角函数 sec x、 cot x、 cosec x 亦可用同样的方式求导，因此我们可以得到

以下结果：

d

dx
x xsin cos� � �

d

dx
x x xcosec cosec cot� � � �

d

dx
x xcos sin� � � �

     

d

dx
x x xsec sec tan� � �

d

dx
x xtan sec� � � 2

     

d

dx
x xcot cosec� � � � 2

求 3sin 7cosy x x= − 的导数。

解 � �
dy

dx
x x� � �� �3 7cos sin

      
3cos 7sinx x= +

例题  7
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求下列各函数的导数：

(a) sin 5y x= 				    (b) f x x� � � cos3 7 	

解 � �(a) 由链导法，得			  (b) 由链导法，得

           

dy

dx

d

dx
x

x
d

dx
x

x

� � �

� � �

�

sin

cos

cos

5

5 5

5 5                       

�� � � � �

� � �

� � � �� �

� �

f x
d

dx
x

x
d

dx
x

x x

cos

cos cos

cos sin

3

2

2

7

3 7 7

3 7 7 7

21ssin cos7 7
2x x

例题  8

 随堂练习  28.2b
求下列各函数的导数：

1． 2 2sin 2 cos 2y x x= −  			   2．
x

y
4tan

5
3

= 	  

3． f x x� � � � �sec 2
2

 				  
4． f x

x

� � �
��

�
�

�
�
�

1

3
6

sin
�

	  

求函数 xxy sec2= 的导数。
	

解 � �

  

xxy sec2=

dy

dx
x x x x

x x x

� � ��

� �� �

2 2

2 1

sec tan sec

sec tan

             

例题  9
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求
x

x
y

cos1

sin

+
= 对 x 的微分。

解 � 
dy

dx

x
d

dx
x x

d

dx
x

x
�

�� � � �� �� �

�� �

1 1

1
2

cos sin sin cos

cos

      

�
�� � � �� �

�� �

�
� �

��

1

1

1

2

2 2

cos cos sin sin

cos

cos cos sin

cos

x x x x

x

x x x

x��

�
�

�� �

�
�

2

2

1

1

1

1

cos

cos

cos

x

x

x

�

         

             

例题  10

例题10是否有

其他解法？
想一想 1

求函数
x

y
3tan5

2
3

= 的导数。

解 � 
3

2

5 tan 3

dy d

dx dx x

 =  
 

      

� �

�
�

�

�
�

� � �� � �� �

� �

d

dx
x

x x

x

2

5
3

2

5
3 3 3 3

18

5
3

3

2 2

2

cot

cot cosec

cot coseec
2
3x      

�

         

             

例题  11
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微分及其应用（二）

已知 xxy cos= ，证明
1 1

tan
dy

x
y dx x

= − 。

证 �               dy
dx

x x x� �� ��sin cos

∴ 
1 cos sin

cos

dy x x x

y dx x x

−
=       

      

�

         

              
x

x

xx

xx

xx

x

tan
1

cos

sin

cos

cos

−=

−=

例题  12

求函数 f x x� � � �sin 的导数。

解 � �由于三角函数的求导公式只在弧度制下成立，所以我们需要把角度换成

弧度。  

�� � � ��
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� �

�
�

�

�
�

�

f x
d

dx
x

d

dx
x

sin

sin

cos

�

�

�

180

180

180
xx

x

�

�
�

�

�
�

� �

�

�

180

180
cos

例题  13

 随堂练习  28.2c
求下列各函数对 x 的微分：

1． xxy 3tan2sec= 			   2． y x x� �� �2 1
2

cos 	 

3．
x

x
y

sin1

cos

+
=

 			 
4．

x

x
y

sin
= 	  
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习题  28.2

求下列各函数的导数（1 至 12）：

1． xxy 3cos3sin −= 			   2． 23 2tan xy =    

3． y x� �� �cos
4
1 2 				    4． y x x� �sec cosec3 5   

5． xxy 5cot4tan −= 			   6． y x x= 5 3sec    

7． xy 2cos= 				    8． 22 1sin xy +=    

9．
x

x
y

cos1

cos1

−
+

=
				  

10．
x

x
y

cos

2sin3
=   

11．
x

x
y

2tan1

tan2

−
=

				  
12． y x x� �� �tan

2
3 2   

13．已知
x

x
y

cos2 +
= ，求 0x = ，

2

π
， π 时的导数值。

14．若 xxy tansec += ，证明 sec
dy

y x
dx

= 。

15．已知
sin 2

4

sin 2
4

x

y

x

π − 
 =

π + 
 

，证明 22cosec 2
4

dy
x

dx

π = + 
 

。

16．若 ttr cos23sin −= ，求当
4

t
π

= 时
2

2

d r

dt
之值。

17．已知 xxy sin= ，证明
1 1

cot
dy

x
y dx x

= + 。

18．求曲线 xxy 2sec2tan −= 在
3

x
π

= 处的切线斜率。
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微分及其应用（二）

28.3 对数函数的微分法

1
lim 1

x

x x→∞

 + 
  的值

1．填充下表：

            

  x

 

x

x
xf 






 +=

1
1)( 的值

        1

10

100

1000

10000

100000

 

2．�观察当 ∞→x 时，函数 f x
x

x

( ) � �
�

�
�

�

�
�1
1

的变化趋势，说说你的发

现。

探索活动  2

从探索活动 2 可知，当 x 趋向无穷大时，
x

x






 +

1
1 趋近一个常数，这是一个

接近 2.71828 的无理数，以 e 表示，即

e
x

x

x
=






 +

∞→

1
1lim

同理， lim
x

x

x
e

���
�

�
�
�

�
�
� �1
1

。以 e为底的对数就是自然对数 ln x，这已在高一的

第 12 章提过。
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求
x

x x

2
1

1lim

−

∞→






 + 。

解 � �

2
2

1 1
lim 1 lim 1

x x

x xx x

−−

→∞ →∞

    + = +    
     

                      

2

2

1
lim 1

x

x x

e

−

→∞

−

  = +  
   

=

例题  14

求 lim
x

xx
�

�� �
0

2

21 。

解 � �lim lim
x

x

x

xx x
� �

�� � � �� ��

��
�

��0

2

0

1

2

4

2 1 21

                          

� �� ��

��
�

��

�

�
lim
x

xx

e

0

1

2

4

4

1 2
                      

例题  15

同时，若设
x

y
1

= ，则
y

x
1

= ，     

当 ∞→x 时， 0y
+→ ；

当 x→ −∞ 时， 0y −→ 。

于是

                           

lim lim
x

x

y

y

x
y e

�� �
��

�
�

�

�
� � �� � �1
1

1
0

1

 

 

数学橱窗  1

数学家欧拉

https://w.wiki/CwLN
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求
x

x x

x






 −

∞→

6
lim 。

解 � lim lim
x

x

x

x

x

x x�� ��

��
�
�

�
�
� �� �

��

�
�

�

�
� � � ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

6
1

6 6
6

                          

6

6

6

6
lim 1

x

x x

e

−
−

→∞

−

 
  = −   

 
=

                      

例题  16

求
x

x x

x








−∞→ 1
lim 。

解 � 
1

lim lim
11

1

x x

x x

x

x

x

→∞ →∞

   =   −  − 
 

                         

� ��
�
�

�
�
�

� �
�� �

�
�
�

�
�
�

�

��

�

��

�

lim

lim

x

x

x

x

x

x

e

1
1

1
1

                     

例题  17

 随堂练习  28.3a
求下列各极限：

1．
2

1
1lim

+

∞→






 +

x

x x 				  

2． lim
x

xx
�

�� �
0

2

1 3    

3．
23

lim 1

x

x x→∞

 − 
  				  

4．
x

x

x
2

0 2

32
lim 






 −

→
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习题  28.3a

求下列各极限：

1．
x

x x

2
3

1lim 





 +

∞→
 				  

2．
21

1lim

x

x x






 −

∞→
   

3．
x

x x

−

∞→






 +

2
5

1lim

 				  

4． lim
x

xx
�

�
�� �

0

1
2

21    

5．
x

x x

3

2

1
1lim

−

∞→






 −

 				  

6．
x

x x

+

∞→






 +

3

2

3
1lim    

7． lim
x

xx
�

�
�� �

0

3

41
 				  

8．
x

x x

x
2

5
lim 






 +

∞→
   

9．
x

x x

x








+
+

∞→ 1

2
lim

 				  

10．

3

0

3
lim

3

x

x

x

→

− 
 
 

   

对数函数的导数

自然对数的求导公式

d

dx
x

x
ln� � �

1

证明：设 lny x=

             

y y x x

y x x y

x x x

x

x

� � �� �
� �� ��
� �� ��

� ��

�
�

�

�
�

� �

� �

�

�

ln

ln

ln ln

ln 1
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微分及其应用（二）

         

0

0

0

1
ln 1

1
ln 1

1
ln 1

lim

1
lim ln 1

1
ln lim 1

1
ln

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y x

x x x

x x

x x x

x

x x

dy y

dx x

x

x x

x

x x

e
x

x

∆

∆ →

∆

∆ →

∆

∆ →

∆ ∆ = + ∆ ∆  
∆ = ⋅ ⋅ + ∆  

∆ = + 
 
∆

=
∆

∆ = + 
 

 ∆  = +   
 

=

=

      
当对数内部包含绝对值时，我们需特别处理，例如 lny x= ，我们可视为

当 0x > 时， lny x=           当 0x < 时， y x� �� �ln  

                                        
1dy

dx x
=                                  

1 1dy

dx x x

−
= =

−

由此可见，对数内包含绝对值与否，其导数结果都是相同的。

d

dx
x

x
ln� � �

1
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求 2ln 3y x= 的导数。

解 �    � 2ln 3y x=

dy

dx x

d

dx
x

x

x

x

� � � �

�

�

1

3
3

6

3

2

2

2

2

例题  18

求 y x x� � �� �ln 4 8 1
2 的导数。

解 � 
dy

dx x x

d

dx
x x�

� �
� � �� �

1

4 8 1
4 8 1

2

2    �

2

8 8

4 8 1

x

x x

+
=

+ −

例题  19

一般对数函数的导数

一般地，求对数函数的导数，可先将所给的对数变换成自然对数，或应用对

数函数的性质化简后，再求导数。

d

dx
x

x a
a

log
ln

� � �
1

证明：设 xy alog=

                

ln

ln

1
ln

ln

x

a

x
a

=

= ⋅
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dy

dx a

d

dx
x

a x

x a

� � � �

� �

�
�

�

�
�

�

1

1 1

1

ln
ln

ln

ln  

求 y x� �� �log2 4 5 的导数。

解 � 1 4

ln 2 4 5

dy

dx x
= ⋅

−
 �

           
�

�� �
4

4 5 2x ln

例题  20

求
1

1
log5 +

−
=

x

x
y

 
的导数。

解 �  �     
1

1
log5 +

−
=

x

x
y

               

1

2

5

1
log

1

1
ln

1 1

2 ln 5

1
ln 1 ln 1

2ln 5

x

x

x

x

x x

− =  + 
 − 
 +=  
 

=  − − +  

1 1 1

2ln 5 1 1

dy

dx x x

 ∴ = − − + 

           

例题  21
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求 xxy 3

2 log= 的导数。

解 � dy
dx

x
d

dx

x
x
d

dx
x

x
x

x

� �

�
�

�

�
� � � � �

� �

�
�

�

�
� � � �

2

3

2

2

3

1

3

1
2

ln

ln
log

ln
logg

ln
log

3

33
2

x

x
x x� �

 �

           

           

例题  22

 随堂练习  28.3b
求下列各函数的导数：

1． y x x� � �� �ln
2
2 1 			   2． lny x x=      

3．
1

ln
1

x
y

x

+
=

−
				    4． 2

2log 1y x= +    

习题  28.3b

求下列各函数的导数：

1． y x x� � �� �ln 2 8 6
2 				    2． y x x� � �� �log2

2 4 1   

3． xy 3log5=
 					   

4． y ax ax
a

� �� �log 2 42    

5． y x
a

� � �log ln 					     6． 2ln cosy x=    

7． 23 ln 5y x x= 					     8． y x� �� �log5
22 3    

9． 2log 2

8 −= xy
 					   

10． xy b 5sinlog=   

11． log5 ln tany x x= + 				    12． y x� � �ln sec
2   





θ

+

θ =
+

θ

( )sin cos
d

x x
dx

=

( )cos sin
d

x x
dx

= −

( ) 2tan sec
d

x x
dx

=

( )cosec cosec cot
d

x x x
dx

= −

( )sec sec tan
d

x x x
dx

=

( ) 2cot cosec
d

x x
dx

= −

2

2 2

a b a ab b
ab

+ − +
− =

0，b > 0a >

( )2

2

a b−
=

ba = ( )2

0a b− =

( )2

0a b− >a b≠ 2

a b
ab

+
∴ ≥

( )

'( ) ( ) ( )

'( )
( )

( )

'( )
( )

( )

ln ( ) ( )

( )
P x dx

I x I x P x

I x
P x

I x

I x
dx P x dx

I x

I x P x dx

I x e

=

=

=

=

∫=

∫ ∫

∫

( - 4,3)

( )d du dv
uv v u

dx dx dx
= +

( )dv d du
u uv v

dx dx dx
= −

( )dv d du
u dx uv dx v dx

dx dx dx
= −∫ ∫ ∫

  u dv uv v du= −∫ ∫

1

( )
, 0,1,2,

( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
+ = − =

′
 ...
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