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在资讯时代，我们时常需要处理各种各样的图像以
及视频资料。从原理上看，照片的像素恰似坐标平面上
一个个离散的点，它们凭借在不同坐标位置显示各异的
颜色，进而共同呈现出照片丰富多样的色彩效果。

当我们对照片进行处理时，常用到的一些操作，像
放大缩小、旋转以及反射等，在数学领域这些操作被称
作线性变换。针对这类变换，我们可以借助矩阵这一有
力工具，较为便捷地确定图像经过变换后相应像素点所
处的新位置。

除了做图像处理，坐标的变换可以帮助我们用一个
更恰当的参照系使得原本比较复杂的方程式在变换后变
得更加容易处理。

在本章，我们探讨一个方程式或者一个点在经过坐
标轴的平移或旋转后所对应的改变。

右图显示同一个
平面的两个坐标系 xOy
及 x'O'y'，其中 x'O'y' 相
当于把原点平移到 O'
所得到。已知相对于
xOy 而言，O' 的坐标
是 (-1,3)，另有三个点
A(2,3), B(2,-2) 及 C(-3,-3)
。根据右图，你是否
能找到 O', A, B 及C 相
对于红色坐标系 x'O'y'
的坐标？

6

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4         -3        -2         -1                       1           2           3          4           5

A

B

C

O' x'

x

y' y
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 �理解坐标轴的平移及旋转的几何意义

 应用坐标轴的平移公式及旋转公式

学习目标

坐标变换
32
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32.1 坐标轴的平移（移轴）

在平移坐标轴时，坐标轴的方向和长度

单位都不变，只改变原点的位置，这种变换

简称移轴 (translation of axes)。在本章，我们

一律以 xOy 代表原坐标系，以 x O y′ ′ ′ 代表变

换后的坐标系。接下来，我们探讨 xOy 与

x O y′ ′ ′ 两个坐标系之间的关系。

设O′在坐标系 xOy 的坐标为 ( , )h k ，原坐

标系的点 ( , )x y 在新坐标系的坐标为 ( , )′ ′x y 。

从图 32-1 我们可以看出

x h x
y k y

′= +
 ′= +

  

							     

	                                  

以上的公式叫做移轴公式。当 ( , ) ( , )� � �x y 0 0 时，我们得到 O′ 在原坐标系的

坐标为 ( , )h k 。

平移坐标轴，把原点移到 � �O ( , )3 4 ，求下列各点的新坐标：

                                             O( , )0 0 、 A( , )3 4− 、 B( , )5 2 、C( , )3 2−  

解 � �把已知各点的原坐标代入

	           
3
4

x x
y y

′= +
 ′= −

	  

得 O( , )−3 4 、 A( , )0 0 、 B( , )2 6 、C( , )0 2 。	

例题  1

这里的点O、A、B、C
并没有动，只是坐标改

变了。

注意

O'

O

y'

x'

P(x',y')
P(x,y)

x'

x

k

h

y'y

图32-1
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 随堂练习  32.1a
验证你在引言中的答案满足移轴公式。

平移坐标轴，化简方程式 2 2 8 14 133 0x y x y− + − − = 。

解 � �将方程式配方，

        

x x y y
x y
x y

2 2

2 2

2 2

8 14 133

4 7 133 16 49

4 7 100

� � � �

� � � � � �

� � � �

( )

( ) ( )

( ) ( )

	  

将原点移到 � �� �4 7, ，令 4x x′ = + ， 7y y′ = + ，得 ( ) ( )� � � �x y2 2 100。

例题  2

 随堂练习  32.1b
利用平移变换，化简 2 2 6 12 4 0x y x y− − + − = 。

观 察 图 3 2 - 2 中 的 圆 ， 其 方 程 式 为

( ) ( )x y� � � �3 2 52 2 2 。 在 坐 标 系 xOy 中 ，

它的圆心在 ( , )3 2 。如果我们建立另一个以

( , )3 2 为原点的坐标系 x O y′ ′ ′，那么同样一个

圆在 x O y′ ′ ′ 的方程式就会是 2 2 25x y′ ′+ = 。

我们看出，适当地将坐标轴平移，可以简

化一些曲线的方程式，以便于研究曲线的

性质。

图32-2

O'

O

y'y

(3,2)

3

2

x

x'
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习题  32.1

1．�平移坐标轴，把原点移到 ′O ( , )4 5 ，求下列各点的新坐标：

A( , )3 6− 、 B( , )7 0 、C( , )−4 5 、 D( , )0 8− 。

2．�平移坐标轴，原点移到 � �O ( , )1 2 ，A、B、C、D各点的新坐标分别是 ( , )−1 1 、 

( , )0 2− 、 ( , )3 2 、 ( , )2 0 。求它们的原坐标。

3．�当坐标平移后，点 ( , )−1 2 的新坐标为 ( , )4 3− ，求新原点的原坐标。

4．�当坐标平移后，点 ( , )3 3− 及 ( , )−2 2 的新坐标分别为 ( , )2 1− 及 ( , )a b 。求 a 及b 。

5．�当坐标平移后，点 ( , )−4 2 及 ( , )6 2− 的新坐标分别为 ( , )6 α 及 ( , )β 4 。求α 及 β 。

6．�平移坐标轴，把原点移到 � �O ( , )2 3 。求 2 2 4 6 3 0x y x y+ − + − = 在新坐标系的方

程，并辨识其图像。

7．�利用平移变换，化简

(a) 2 2 2 6 6 0x y x y+ − + − = 	   

(b) 2 29 4 18 16 11 0x y x y+ − + − = 	   

8．�经过坐标轴平移后，点 A 的坐标由 ( , )2 1− 变为 ( , )−2 1 。求坐标原点在新坐标系

中的坐标。

32.2 坐标系的旋转（转轴）

如果坐标轴的原点和长度单位不变，只是将坐标轴按同一方向绕原点旋转同

一个角度，这种坐标系的变换叫做坐标轴的旋转，简称转轴 (rotation of axes)。

设坐标轴旋转角为θ 。平面中点 P 在坐标系 xOy 与 x Oy′ ′的坐标分别为 ( , )x y
及 ( , )′ ′x y 。如图32-3所示，作 PS ， PT 分别垂直于 x 轴与 x′轴。连接 OP ，令

POT α∠ = ，则

Advance Math(3-2)_chap 32.indd   6 8/25/2025   9:56:49 AM
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把坐标轴旋转
6

π
，求点P �� �1 3, 在新坐标系中的坐标。

解 � �从转轴公式，我们得到

            

1
cos sin

sin cos

cos sin

sin cos

x x

y y

x

y

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

−′ −     
=     ′     
  

=   −  

当
6

θ π
= ，

3 1
1 02 2

231 3

2 2

x

y

 
  −′      = =    ′      − 
 

。

点 P 在新坐标系的坐标是 ( , )0 2 。

例题  3

仔细观察可以发现，

旋转矩阵的逆矩阵恰

好是将旋转矩阵中的

θ换成 θ− 。这是什么
原理？

想一想 1

	
cos

sin

x OP

y OP

α
α

′ = ⋅
′ = ⋅

  

又        x OP� �cos( )� � 	   

               � �� �OP cos cos sin sin� � � �      

代入得 cos sinx x yθ θ′ ′= −

同理， y OP� �sin( )� �  

                � �� �OP sin cos cos sin� � � �     

代入得 sin cosy x yθ θ′ ′= + 	  

于是我们得到转轴公式                                                                                

或
cos sin

sin cos

x x y

y x y

θ θ
θ θ

′ ′= −
 ′ ′= +

cos sin

sin cos

x x

y y

θ θ
θ θ

′−    
=    ′    

y

x

y'

x'

P

S

θ
α

图32-3

O

T
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 随堂练习  32.2
设坐标轴绕原点旋转 θ ，求

(a) 新坐标系中两点 ( , )1 0 及 ( , )0 1 ，在原坐标系的坐标； 

(b) 原坐标系中两点 ( , )1 0 及 ( , )0 1 ，在新坐标系的坐标。 

习题  32.2

1．设旋转角
4

θ π
= − ，求新坐标系中的两点 A( , )−3 2 与 B( , )1 0 在原坐标系的坐标。

2．设旋转角
6

θ π
= − ，求原坐标系中的两点 C( , )2 1− 与 D( , )0 1 在新坐标系的坐标。

将坐标轴旋转
3

π
，求曲线 2 22 3 10x xy y− + = 在新坐标系中的方程式。

解 � �把
3

θ π
= 代入转轴公式，得

      		   

                   

( )
( )

1 3

2 2

3 1

2 2

1
3

2

1
3

2

x x

y y

x x y

y x y

 
−  ′    =   ′    

 
 

 ′ ′= −⇒ 
 ′ ′= +


代入原方程式

             

2
1

2
3 3

1

2
3

1

2
3

1

2
3

2

� � �� ��

��
�

��
� � � � �� � � � � �� �� � � �� ��

��
�

�
x y x y x y x y �� �

2

10

	  
化简得 ( ) ( )�

�
�

�
x y

2 2

20 4
1。 

例题  4

y

x

x'

y'

3

π

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-3         -2         -1                       1           2           3           4
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3．按所给的角旋转坐标轴，变换下列方程：

(a) 0x y+ = ，
4

θ π
=   

(b) 0x y− = ，
2

θ π
=   

(c) 2 2 9x y+ = ，
3

θ π
= −   

(d) 2 22 3 3 8x xy y− + = ，
6

θ π
= −   

4．�如果坐标原点不动，要把坐标轴旋转多少度才能使点 A( , )−2 3 落在新坐标系的

纵坐标轴上？

总复习题 32

1．平移坐标轴，要把原点移到何处才能把 A( , )1 0 的坐标变为 A( , )4 3 ？

2．把原点平移到 � �O ( , )3 2 后，求新坐标为 A( , )−1 3 ，B( , )1 1 两点的原坐标。

3．平移坐标轴，把原点移到 � �O ( , )4 2 ，求 A( , )−8 3 、O( , )0 0 的新坐标。

4．平移坐标轴，把原点移到 O′。求下列方程式在新坐标系的表达式：

(a) 3 4 6x y− = ， ′O ( , )3 0   

(b) 2 6 11 0x x y+ − + = ， � �O ( , )3 2   

5．平移坐标轴，化简方程式：

(a) 2 22 4 8 5 0x y x y+ − + − = 	   

(b) 2 24 9 16 54 29 0x y x y− + − − = 	   

6．将坐标轴旋转
3

π
后，点 M 的坐标为 ( , )1 2 ，求点 M 的原坐标。

7．将坐标轴旋转
2

π
− 后，求曲线

2
2 1

2

y
x + = 在新坐标系中的方程式。
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8．将坐标轴旋转
2

π
，求曲线 2 2y px= 在新坐标系中的方程式。

9．把点 A( , )4 3 的坐标变成 ( , )3 4 ，坐标轴应该旋转多少度？

10．将坐标轴旋转后，点 M ( , )1 2 3+ 的纵坐标与横坐标相等。求旋转角。

11．证明无论坐标轴旋转多大角度，方程 2 2 2
x y r+ = 的形式不变。

12．�我们用数学归纳法证明了
cos sin cos sin

sin cos sin cos

n
n n

n n

θ θ θ θ
θ θ θ θ

− −   
=   

   
。试描述这个

等式在解析几何的意义。
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